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Kratak sadriaj: U ovom radu predstavijene su neke od mogucnosti programskog paketa Mathematica za
vizuelizaciju reSenja zadataka mehanike, koje mogu znacajno doprineti analizi samih resenja. Pored predstaviljanja
resenja u obliku 2D i 3D prikaza, moguce je generisati i simulacije kretanja, Sto se se pokazalo izuzetno korisnim za
edukativne svrhe. Mogucnost rotiranja dobijenog resenja u obliku 3D objekta, ili interaktivno prikazivanje resenja
menjanjem vrednosti odredenih parametara sistema su od izuzetne vrednosti pri analizi. Buduci da je mehanika
nauka o kretanju i deformacijama tela pod dejstvom sila, kao i da se modeliranje u mehanici vrsi pomocu
matematike, programski paket Mathematica predstavlja alat od velike vaznosti pri analizi problema u mehanici.

Kljucne reci: Mathematica, analiza reSenja, mehanika

VISUALIZATION AND ANALYSIS OF THE SOLUTIONS TO THE PROBLEMS
IN MECHANICS BY USE OF MATHEMATICA

Abstract: In this paper we presented some possibilities of Mathematica software for visualization of the
solutions to the problems in mechanics, which can significantly contribute to the analysis of the solutions. Besides
presentations of the solutions in the form of 2D and 3D images, it is possible to generate simulations of motion,
which can be very useful for educational purposes. The possibility of rotation of the obtained solution in the form of
3D object, as well as an interactive presentation of the solution by changing the values of some parameters, is very
important during investigation. Since mechanics is the science concerned with the motion and deformation of bodies
under the action of forces, and modelling in mechanics is performed by use of mathematics, Mathematica software
represents significant tool for the analysis of the problems in mechanics.
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1. UVOD

Inzenjerski posao se u danasnje vreme ne moze zamisliti bez primene savremenih softverskih alata za
simbolicka i numericka izracunavanja. Ovi alati se iz dana u dan usavrsavaju i prosiruju sa novim moguénostima pa
je vazno pratiti njihov razvoj. Oni takode imaju veliku primenu u nau¢nom istraZivanju, a sve vise se koriste i u
obrazovne svrhe. Programski paket Mathematica je mocan alat koji se koristi u nauci i inzenjerstvu, posebno zbog
svojih moguénosti za simboli¢ka i numeri¢ka izracunavanja, interfejsom fokusiranim na dokumente i moguénoséu
onlajn pristupa velikom broju najnovijih algoritama. Mathematica pruza veoma efikasnu platformu za generisanje,
dokumentovanje i analizu slozenih simulacija, [1]. U ovom programskom paketu graficki objekti su potpuno
integrisani u njegov dinamicki interaktivni jezik, pa se svaka vizuelizacija moZze animirati ili u€initi interaktivnom
pomocu odredene komande.

U savremenom obrazovnom procesu digitalne tehnologije imaju sve ve¢u primenu, a pomocu njih se gradivo
moze pribliziti studentima lakse, brze i efikasnije. Stvaranje interaktivnih vizuelnih modela pomocu Mathematice
omogucava studentima da istraze teze razumljive probleme, da primene teorijska znanja na konkretne probleme, te
da bolje razumeju predavano gradivo. Primena ovog programskog paketa u nastavi mehanike studentima tehnickih
fakulteta prikazana je u radu [2]. Ovde Ce se predstaviti jo§ neke od moguénosti programskog paketa Mathematica za
vizuelizaciju reSenja zadataka mehanike, Sto je ¢esto od velikog znacaja pri analizi samih reSenja.

2. PRIMERI ANALIZE RESENJA ZADATAKA MEHANIKE

U ovom poglavlju prikazace se graficke moguénosti softvera Mathematica, koje obuhvataju uticaj promene
vrednosti parametra sistema na dobijeno reSenje, animaciju kretanja mehanickog sistema i mogucnost rotiranja
dobijenog resenja u obliku 3D objekta. Za mehanicki sistem prikazan na Slici 1, koji je opisan u nastavku, izvedene
su diferencijalne jednacine kretanja, koje su zatim reSene numericki, a reSenje je prikazano i analizirano, [3].
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Slika 1. Mehanicki sistem

Homogeni disk 1 mase m; i radijusa r, kotrlja se bez klizanja po cilindri¢énoj povrsini radijusa R. Disk je vezan
zglobno za $tap 3, na koji deluje spreg momenta M. Na svom drugom kraju, u tacki B, za Stap je vezana torziona
opruga krutosti &, a Stap je na tom mestu zglobno vezan za nepokretni oslonac. Za disk 1 u tacki 4 je vezan Stap 4
duzine 1, na ¢iji drugi kraj u tacki D je pri¢vrscéen teret 2 mase m,, koji se moze smatrati materijalnom tackom. U
pocetnom trenutku oba Stapa su vertikalna, opruga nenapregnuta, a sistem je mirovao. Formirati diferencijalne
jednacine kretanja sistema i resiti ih za proizvoljno izabrane vrednosti parametara sistema. Mase §tapova zanemariti.

Za reSavanje ovog problema napisane su kineticka i potencijalna energija i generalisane sile nepotencijalnih
dejstava, i pomoc¢u Lagranzevih jednacina druge vrste u Mathematici su formirane diferencijalne jednacine kretanja
sistema, kao §to je prikazano na Slici 2.

nfi7E= | FullSimplify [D[ (8ay- ) EK[%]1), ] - D[EK[+], O1[+]] + D[I[t], 61[+]] = M= Cos[w«t]]
FullSimplify [D[ (8sp-[+; EK[t]), t] - D[EK[t], ©2[]] + D[M[t], 62[t]] == @]

our7= | k&1[t] = MCos [tw] -% (r-R1) (2g (ml+m2) Sin[s1[t]] + 2m2R2Sin[61[t] - 52[t]] 52'[t]” -

(3ml-2m2) (r-R1) 61”[t] + 2m2R2 Cos [61[t] - 62[t]] 627 [t])

oupigl- | m2R2 (gSin[62[t]1] + (r-R1) (Sin[s1[t] -62[t]]61'[t]” - Cos[e1[t] - 62[t]] 617[t]) «R2627[t]) = @

Slika 2. Diferencijalne jednacine kretanja

Pomoc¢u komande NDSolve, i za izabrane vrednosti parametara sistema i pocetnih uslova, dobijeno je resenje
diferencijalnih jednacina kretanja. Za graficki prikaz dobijenog reSenja kori§¢ena je komanda Plot, dok je za analizu
uticaja jednog parametra, intenziteta M sprega sila, na dobijeno reSenje koriS§¢en interaktivni objekat pomocu
komande Manipulate, Slike 3 i 4. Za detalje o koriS¢enju komandi pogledati Help fajl programskog paketa, kao i [4].
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Slika 3. Grafici funkcija @(t) i y(t) dobijeni pomocu komande Manipulate, prikazani za razlicite vrednosti
intenziteta M sprega sila
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Manipula‘te[
< 1
Plot {Evaluate|o11t] /. NDSolve [{kol[t] = MCos[tw] + = (r-R1) (2g (m1+m2)
g 2
sin[s1[t]] + 2m2R2 sin[e1[t] - 62[t]] 827 [t]2- (3m1:2m2)
(r-R1) o1”[t] + 2m2R2 Cos[o1[t] -e2[t1] 827 [t]1),
m2R2 (gsin[s2(t]] + (r-R1} (sin;sl[t] -e2[t]] 81 [t]*-
Cos[s1[t] - 62[t]] 817 [t]] +R2627[t]) =8,
51[8] == 510, 51' [8] == 51d8, 52[8] == 528, &2 ' [8] == szda},

m2 R2 {_gsinjszjt]] + (r-R1) (sinjsl[t] -ez2[t]] 817 [t]1%-
Cos[o1[t] -92[t]] 817 [t]) +R2627[L]) =@,
81[8] == 518, 51" [@] == 5108, 52[8] == 628, 62" [8] == szda},

(e1, 81", 82, 62°}, {t, @, 30}:]},

{t, @, 38}, PlotLabels -+ {"g", "¥"},
PlotStyle -
{{Black, Thickness[@.885]},
{Gray, Dashed, Thickness[@.885]}},

{e1, 81", 82, 62°1, {t, 8, 38} ] ],

Evaluate[s2[t] /. NI}SDIUE[{kel[‘t] = MCos[tu] +

1
= (r-R1) (2g (M +m2) Sin[s1[t]] + 2m2 R2 Sin[s1[t] - 62[t]] 62" [t]° -
Z Frame -+ True, Gridiines -v.&utoma‘tic], iM, 1, ZB}]

{3mls2m2) (r-R1) 61" [t] +2m2R2Cos[s1[t] -82[t]] 627 [t]),
Slika 4. Primena komande Manipulate zajedno sa komandama NDSolve i Plot

Na osnovu dobijenog resenja u Mathematici je moguce napraviti simulaciju kretanja sistema, za $ta se mogu
koristiti standardni graficki objekti, kao $to su linija, disk, tacka, i drugi, koji su definisani u programu. Za animaciju
je koris¢ena komanda Animate, a na Slici 5 je prikazan niz polozaja sistema u razliitim trenucima sa malim
vremenskim korakom.
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Slika 5. Simulacija kretanja sistema pomocu komande Animate

Za graficko prikazivanje resenja, osim komande Plot, koja sluzi za dobijanje dvodimenzijskih prikaza, mogu se
koristiti i komande Plot3D, ParametricPlot3D, ContourPlot3D, ListPlot3D, koje sluze za trodimenzijski prikaz. Na
Slici 6 prikazano je kretanje tacke po sferi pri ¢emu je sfera nacrtana primenom ContourPlot3D a trajektorija tacke
pomoc¢u komande ParametricPlot3D, pa su sfera i trajektorija prikazane na zajednickoj slici primenom komande
Show, [3]. Na Slici 6 prikazane su sfera i trajektorija tacke posmatrane iz tri razlicita polozaja. Kada se u
Mathematici generiSe trodimenzijski objekat, moguce ga je rotirati i posmatrati iz razli¢itih uglova pomoc¢u misa. To
doprinosi jednostavnijem sagledavanju i analizi dobijenog reSenja. U Help fajlu nalaze se detaljna objasnjenja svih
komandi, kao i brojni primeri primene. Pored toga, prikazane su i dodatne opcije koje se mogu koristiti uz
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Slika 6. Trodimenzijski prikaz kretanja tacke po sferi i rotacija trodimenzijskog grafickog objekta

odgovarajucu komandu. Takode, pored objasnjenja i primera koji se odnose na zeljenu komandu, prikazan je i
spisak drugih komandi koje su u uskoj vezi sa njom i ¢ijim uputstvima za kori§éenje se moze jednostavno pristupiti.

3. ZAKLJUCAK

Pomocu prikazanih primera predstavljene su izuzetne graficke moguénosti programskog paketa Mathematica
koje imaju znacajan doprinos razumevanju i analizi kretanja sloZzenih mehanickih sistema. Vizuelizacijom koju
omogucéava ovaj softver moze u velikoj meri da se unapredi nastavni proces. Mathematica predstavlja izuzetno
mocan i koristan alat i treba je posmatrati kao sredstvo za reSavanje i analizu postavljenog problema. I pored svih
mogucnosti koje Mathematica nudi, u sluaju da korisnik ne razume i ne poznaje dobro teorijske osnove
postavljenog zadatka, ta¢nost dobijenih resenja je pod znakom pitanja.

Istrazivanje je podrzano od strane Fakulteta tehni¢kih nauka Univerziteta u Novom Sadu, Projekat broj 2020-
054 (Primene novih IT tehnologija u nastavi mehanike).
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